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Resumo

Atualmente, a maioria das pesquisas realizadas em/sobre as Ciéncias Exatas e
Tecnoldgicas tem como base os conceitos dos Calculos Diferencial e Integral,
cujas ideias, notacdes e formas de operacao tiveram origem, em grande parte, na
Filosofia de Leibniz. Por razbes desconhecidas, Leibniz ndo deixou claro muitas
informacBes sobre como ele estabeleceu algumas formas de operar esses
Célculos: faltam informacdes elementares sobre o método por ele utilizado na
criacdo das regras de operacdes fundamentais da derivada. Por essa razéo,
especula-se que estas regras tenham sido simplesmente postuladas por Leibniz.
Nessa perspectiva, o presente artigo tem por objetivo explicar como Leibniz lidava
com o conceito do infinitamente pequeno e propor uma hipotese sobre como ele
obteve as regras de diferenciacdo. A metodologia para atingir este objetivo se
baseou nos métodos dedutivo e hipotético-dedutivo e envolveu uma pesquisa
bibliografica acurada.

Palavras-chave: Matematica, Historia, Infinitesimal.
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Abstract

At present, most research infon Exact Sciences and Technology is based on the
concepts of calculations Differential and Integral, whose ideas, notations and forms
of operation originated mostly in Leibniz's Philosophy. For unknown reasons,
Leibniz did not make clear how much information he established certain forms of
operating these calculations: they lack basic information about the method used by
Leibniz in the creation of rules derived from the fundamental operations. Therefore,
it is speculated that Leibniz has simply postulated these rules. From this
perspective, the purpose of this article is to explain how Leibniz dealt with the
concept of the infinitely small and propose a hypothesis of how he obtained the
rules of differentiation. The methodology to reach the objective was based on
deductive and hypothetical-deductive methods and involved accurate research at
the available literature.

Keywords: Mathematics, History, Infinitesimal.
Introducéo

E no texto intitulado “Novo método para maximos e minimos, e também
para tangentes, valido para quantidades irracionais”, de 1684, que G. W. Leibniz
estabeleceu as bases de um novo Calculo. Com esta nova ferramenta, Leibniz
finalmente encerraria o trabalho de inUmeros matematicos, iniciado na Grécia
antiga e, ajudaria a entender melhor a recém-criada geometria analitica de René
Descartes. Assim, foi no intuito de apreender as novidades dessa nova Geometria
cartesiana que esse filosofo e matematico aleméao criou o conceito de diferencial,
até entdo impensado. Vale lembrar que atualmente a maioria das pesquisas
realizadas em/sobre ciéncias exatas e tecnoldgicas utiliza-se do conceito de
Célculo Diferencial.Contudo, no referido texto, a nocéo de diferencial € definida de
maneira sumaria, dando-nos inicialmente a falsa impressdo de que Leibniz s6
pretendia apresentar uma nova notagdo e ndo um novo método: “Chamemos de
dx um segmento de reta arbitrariamente escolhido; e; de dv (ou dw' , ou dy , ou dz
) a diferenca de um segmento  (ouw, ou ¥, OouU z) que esteja para dx, como
esta para X (ou mesmo X, ou X7, ou Xt).” (LEIBNIZ, GM V, 1971, p.220).

Negando de certo modo, suas proprias palavras, Leibniz de fato estava
introduzindo uma nova operagao, a “diferenciacdo” e sua inversa, a “integracao”. A
diferenciacao, foco deste trabalho, se apresenta nesse emblematico texto através
de uma nova notacdo matematica.

No entanto, consideramos as regras de operacdo da diferenciacdo tao
importantes quanto a propria diferenciacdo e sua notacdo, e € sobre elas que
versa o presente artigo. Leibniz apresenta, sem maiores explicacfes, as regras de
operacdo da diferenciacdo para todas as operagcfes aritméticas conhecidas. Por
razdes desconhecidas, Leibniz ndo deixou claro muitas informa¢gdes sobre como
ele estabeleceu algumas formas de operar esses Céalculos. Assim, faltam
informacgdes elementares sobre o método por ele utilizado na criacdo das regras
de operacfes fundamentais da derivada. De certo modo, contrariando sua propria
Filosofia calcada numa razao suficiente para uma coisa ser deste modo e nao de

2 REnCiMa, v.4,n.2, p. 1-15, 2013
Submissao: 16/05/2013. Aceite: 07/08/2013



outro, ele lanca, de subito, as regras de operacdo do novo Célculo, a0 mesmo
tempo em que inaugura um novo método. Na letra de Leibniz:

Seja 4 uma constante dada, 14 sera igual a 0, e dax serd igual a
alx, Se ¥ é igual av (isto é, toda ordenada da curva ¥¥é igual a
ordenada correspondente a curva ¥V), d¥ serd igual a dv. Adicdo e
Subtragdo: se x—y—w+x=v, K da—y+w—x. dito de outro
modo, dv serd igual a dz —dy +cdw — dx, Multiplicacéo: dxv é igual
a xlv+vidx | isto é, sendo ¥ =xv, nos teremos iy igual a
xdv + vidx, (LEIBNIZ, GM V, 1971, p.220)

Por que Leibniz ndo explicou como arrazoou a essas regras? O que o teria
motivado a agir desse modo, antagbnico as suas proprias crencas? Nao
pretendemos, de modo algum, responder a essas questdes, pois ndo ha literatura
suficiente para isto. Todavia, a exemplo de grandes pensadores da obra de
Leibniz, tais como Michel Fichant, Michel Serres, André Robinet, entre outros, isso
nao nos impede de apresentar nossas hipoteses e tentar prova-las da melhor
maneira possivel, sempre dentro de nosso escopo de atuacdo. De fato, nossos
objetivos neste artigo sdo: a) entender de forma mais aprofundada como Leibniz
lidava com o conceito de infinitesimal e b) entender como este conceito se
apresenta em sua definicAo de diferencial, isto €, como, a partir destes
conhecimentos, Leibniz poderia ter deduzido as regras de derivacdo conforme as
conhecemos e propor hipoteses que tentem explicar os motivos de Leibniz ter
apresentado as regras sem deducdo de como chegar a elas, que pensamos ser
uma tentativa de provar que Leibniz inaugurou uma nova forma de pensar a
Mateméatica, sem a Geometria, mas com Algebra, no rastro da geometria analitica
de Descartes. A metodologia usada se baseou nos métodos dedutivo e hipotético-
dedutivo e, no que diz respeita a pesquisa em si, empregaremos 0s modelos
tradicionais de pesquisa bibliografica ou documental, combinado com a pesquisa
académica que visa a melhoria do ensino/aprendizado.

A Filosofia por tras do Calculo Infinitesimal

Um novo modo de compreensédo do mundo matematico e, porque nao dizer,
da natureza, foi proposto por G. W. Leibniz através do Calculo Infinitesimal,
adotado mais frequentemente em funcdo de sua maior adequacdo notacional se
comparado aquele desenvolvido por Isaac Newton. Diferentemente da forma como
o Calculo Diferencial e Integral moderno se apresenta, firmado sob a teoria de
limites formalizada por Augustin-Louis Cauchy, no final do século XIX, Leibniz
buscou fundamentar aquele por ele desenvolvido baseado no conceito de
“infinitesimal”, cuja concepcgao esta fortemente associada a logica e a metafisica.
De maneira breve e desprezando certas sutilezas que distinguem suas diferentes
concepcdes, o infinitesimal pode ser considerado, conforme John L. Bell em seu
livro A primer of infinitesimal analysis, como “[...] a menor parte na qual se poderia
fracionar um continuum — como, por exemplo, a linha reta”. (BELL apud
CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006). Dessa forma, as magnitudes infinitesimais
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referem-se ao que poderiamos entender como numeros infinitamente pequenos,
menores do que qualquer numero real.

Embora seu uso néo interferisse na corregcédo dos resultados finais e, por
muitas vezes agir como um simplificador de calculos e teoremas, os infinitesimais
de Leibniz pareciam apresentar uma falta excessiva de rigor matematico. Essa
deficiéncia se destacava no processo de diferenciagdo onde o infinitesimal é
inicialmente tratado como “n&o zero” ao ser utilizado como denominador e mais
tarde descartado. Tal negligéncia ndo poupou o Calculo leibniziano de criticas.
Além disso, as inconsisténcias que surgiam quando se pensava em elementos
infinitamente pequenos com uma existéncia real acentuaram o numero de
pensadores contrarios a nova teoria.

Concomitantemente ao surgimento dos opositores, simpatizantes do novo
instrumento matematico também se revelavam. Dentre estes, é importante
destacar Pierre Varignon que, perante as criticas feitas por Michel Rollé as novas
ideias, pediu a Leibniz que deixasse claro o que ele queria precisamente dizer
com o infinitamente pequeno. A resposta veio em forma de uma carta, redigida em
fevereiro de 1702, sob a qual se baseia esta parte do presente trabalho.
Inicialmente, Leibniz buscou esclarecer que nédo é necessario fazer uso de
analises matematicas para certificar-se que na natureza existem coisas que Sao
infinitamente pequenas quando comparadas com as outras com as quais
convivemos. Na ideia leibniziana, o infinito pode ser definido de forma simples
como sendo algo incomparavel, ndo importando pensarmos em realidades muito
maiores ou muito menores que a nossa. Nos texto “Historia critica da Republica
das Letras tanto antigas quanto modernas”, de 1705, Leibniz aponta o infinito
como um dos supostos labirintos da Filosofia, devido aos inimeros paradoxos que
tornam sua compreensao tdo complicada. Em primeiro lugar, Leibniz negava o
namero infinito, apesar de admitir que sempre seja possivel alcancar um ndmero
ainda maior a partir de um preexistente. Leibniz expbe sua ideia dizendo que
“‘“Apesar do meu Calculo Infinitesimal, ndo admito nenhum numero
verdadeiramente infinito, ainda que eu confesse que a multiplicidade de coisas
ultrapassa qualquer numero finito, ou antes, todo numero.” (LEIBNIZ, GP VI, 1978,
p.629). Em outras palavras, de acordo com Leibniz, ndo havia o maior dos
nameros, pois ndo ha no mundo um namero infinito de coisas, por mais que a
guantidade das mesmas seja muito grande. Leibniz admitia ainda que o
“verdadeiro infinito” existe na divisao infinita das coisas, ou seja, é representado
pelo infinito atual. Resumidamente, o infinito pode ser compreendido como uma
tendéncia, mas nunca como um nuamero. De certa forma, infinitos e infinitesimais
sdo parecidos quando os consideramos como grandezas infinitamente
imensuraveis. A diferenca resulta entdo no fato do primeiro evoluir em direcdo a
algo imensuravelmente grande e o segundo ao imensuravelmente pequeno,
ambos impossiveis de serem alcancados. Em suma: um € o inverso do outro.

Ainda no campo do infinito, Leibniz afirma que o que é incomparavelmente
menor n&do tem valor em relagcdo a magnitudes que s&o incomparavelmente
maiores. Em outras palavras, o infinitesimal leibniziano, tratando-se de uma
magnitude de valor tdo pequeno, quando € subtraido ou adicionado a qualquer
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outra magnitude, ndo traz mudangas significativas, ao ponto de serem
consideradas. Nesse sentido, podemos compreender porque muitas vezes no
processo de diferenciagdo Leibniz despreza o chamado infinitesimal,
negligenciando-o ou desconsiderando-o nos calculos, como se representassem
um valor nulo. Isso porque, como ja dito, o infinitesimal é incomparavelmente
menor a qualquer outra magnitude, podendo ser desprezado. Além disso, Leibniz
se ampara no fato de que qualquer erro proveniente de tal procedimento poderia
ser deixado de lado, visto que tal magnitude é capaz de assumir valores
infinitamente pequenos, fazendo de tal erro tdo pequeno quanto a prépria
magnitude. Assim, Leibniz, em carta a Varignon datada de 2 de fevereiro de 1702,
argumenta que “[...] nesse sentido que uma por¢cdo da matéria magnética que
passa através do vidro ndo é comparavel a um grdo de areia, ou este grao de
areia para o globo terrestre, ou o globo para o firmamento.” (LEIBNIZ, GM 1V,
1971, p. 91-92). Portanto, uma vez que a Matemética € caracterizada como uma
ciéncia de padrdes abstratos, torna-se facil compreender no que Leibniz se
baseou ao afirmar que as magnitudes infinitesimais nao sao fixas, nem tdo pouco
determinadas. O filésofo deixa claro que estas magnitudes podem ser téo
pequenas quanto desejarmos, a fim de realizar algum tipo de raciocinio
geomeétrico, levando ao infinitamente pequeno no sentido rigoroso.

Por exemplo: se tomarmos a Via Lactea como um espago utilizado para
comparacdo, um m® poderia gerar uma representacéo razoavel para a nocdo de
infinitesimal, na medida em que é incomparavelmente menor ao espaco
representado pela Via Lactea. No entanto, se o espaco tratado for uma caixa de
fésforos, um mm? também poderia expressar essa mesma nocdo. O fato é que o
infinitesimal se apresenta como um conceito ideal, puramente matematico que se
molda de acordo com as nossas necessidades. Vale ressaltar que o conceito do
infinitesimal na Matematica leibniziana apresentava-se fortemente relacionado ao
“Principio de Continuidade” que é exposto claramente na introdugcédo dos Novos
Ensaios, no qual Leibniz afirma:

Nada se faz de repente, e uma das minhas grandes maximas, e
das mais comprovadas, é que a natureza nunca faz saltos: o que
eu denominei Lei da Continuidade [...] ela significa que se passa
sempre do pequeno ao grande, e vice-versa, através do médio,
tanto nos graus como nas partes, e que jamais um movimento
nasce imediatamente do repouso hem se reduz, a ndo ser por um
motivo menor. (LEIBNIZ, 1988, p.10).

Esse principio permitia tratar a tangente a uma curva como um tipo especial
de secante. De acordo com Leibniz, este tipo peculiar de secante se diferenciava
das demais pelo fato da distancia entre os pontos em que a mesma cortava a
curva ser infinitamente pequena. Assim, como no caso da tangente, Leibniz no
texto “Sobre a descoberta das formas dimensionais”, de 1684, arrojadamente
assevera que podemos considerar a curva como equivalente a um poligono de
infinitos lados. (LEIBNIZ, GM V, 1971, p.126).
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Tais afirmagdes sdo legitimadas pelo “Principio de Continuidade” que
autoriza admitir algo como “[...] um equivalente a uma instancia particular do seu
préprio contraditério [...].” (LEIBNIZ, GM IV, 1971, p.93) Isto significa que
podermos tomar 0 repouso como um movimento infinitamente pequeno, o
paralelismo como um caso de convergéncia, a coincidéncia como uma distancia
infinitamente pequena, a igualdade como a ultima das desigualdades e, porque
ndo, a curva como um poligono de infinitos lados. A questao é que, de fato, ndo ha
0 absoluto no pensamento de Leibniz, nos moldes de Newton. Tudo o que existe
sdo graus do “ser”, relativizados por relagdes de todo o tipo. No que concerne a
esta questdo, de acordo com Leibniz, pode-se dizer que repouso, igualdade e
circulo, entre outros, sdo, respectivamente, terminacdes do movimento, das
desigualdades e dos poligonos regulares, que se transformam uns nos outros por
uma mudanca continua, livre de saltos. Sendo assim, no pensamento leibniziano é
possivel, de acordo com a ciéncia dos infinitos e infinitesimais, transformar,
através de movimentos continuos, os poligonos em circulo sem realizar saltos. Por
conseguinte, podemos estabelecer uma curva como um poligono infinitangular e,
o tratamento da tangente dado por Leibniz no “Novo método para maximos e
minimos, e também para tangentes, valido para quantidades irracionais”, pode ser
entendido como: “[...] encontrar a tangente é tragcar uma reta unindo dois pontos
de uma curva tendo [entre si] uma distancia infinitamente pequena, ou seja,
produzindo o lado de um poligono infinitangular que, para nds, equivale a curva.”
(LEIBNIZ, GM V, 1971, p. 223).

De certa forma, a distancia existente entre os pontos da curva cortados pela
tangente, bem como o comprimento de um dos lados do poligono infinitangular
gue aqui €& equivalente a esta curva, representam magnitudes de ordem
infinitesimal. No entanto, a continuidade que fornece suporte a essa concepc¢ao do
infinitesimal € algo idealizado, uma vez que ndo ha na natureza nada composto de
partes perfeitamente uniformes. Desse modo, na concepcao leibniziana, o
infinitesimal, bem como o espaco, o tempo, a Geometria, o continuo, etc., sdo
entes mentais e por isso, s6 acessiveis pela inteligéncia humana. Embora estes
entes mentais sejam ideais, ndo significa que ndo se apliguem ao real, da mesma
forma como a Matematica, constituida de entes ideais, pode modelar a natureza.
N&o sO para o infinitesimal, como em outros campos da Matematica isso ja se
mostra claro. Exemplificando: por mais dificil que seja sua materializacdo, ou até
mesmo impossivel, 0s numeros imaginarios ndo deixam de se apresentar como
uma “ferramenta” de grande utilidade para resolucfes de problemas de ordem do
mundo real, ou seja, da natureza. Apesar da idealidade do infinitesimal, Leibniz
nao desiste da concepcéo real do infinitamente divisivel que demonstra a sua
crenca no infinito atual. Nesse sentido, Leibniz, em carta a Simon Foucher,
possivelmente datada de 1692, confessa:

Eu sou tao a favor do infinito atual que, ao invés de admitir que a
natureza o abjura, como se diz frequentemente, sustento que a
natureza o produz onde quer que seja, a fim de melhor assinalar
as perfeicdes do seu Autor. Assim, acredito que nao haja parte
alguma da matéria que ndo seja, ndo direi divisivel, mas realmente
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dividida; e consequentemente a Ultima particula deve ser
concebida como um mundo pleno de uma infinidade de criaturas
diferentes. (LEIBNIZ, GP |, 1978, p. 416).

Resumidamente, Leibniz admitia que a matéria, discreta e extensa, era
composta por uma infinidade de unidades descontinuas, proporcionando uma
divisdo ad infinitum. A titulo de esclarecimento, imaginemos uma folha de papel
gue possui determinadas dimensdes que a tornam um corpo finito. Segundo
Leibniz, esta mesma folha finita poderia ser dividida em infinitas partes que
caracterizariam o “verdadeiro infinito”. Essas ideias se contrapdem as teorias
atomisticas que remontam da época de Leucipo de Mileto e de seu discipulo
Democrito de Abdera até a Fisica das Particulas atualmente estudada. No
entanto, a cada dia se descobrem mais e mais subparticulas de dimensdes cada
vez menores que nos fazem pensar se a matéria ndo seria realmente infinitamente
divisivel. Contudo, ndo estamos aqui para julgar a corre¢cdo das teorias
leibnizianas e sim, para tentar compreendé-las.

Justificac&o do Calculo Infinitesimal por meio da Algebra Comum

Sob a luz da discussdo que estabelecemos na secdo anterior faremos
agora uma defesa da argumentacao leibniziana em pr6é do Calculo Infinitesimal.
Propondo-se a realizar uma justificativa formal para o Calculo Infinitesimal e
levando a termo da Geometria e da Algebra, Leibniz formulou um diagrama
geomeétrico que se encontra representado na Figura 1. Para formulacdo deste
diagrama, inicialmente, foram tracados os segmentos de reta /X e EY que se
interceptam no ponto . Partindo dos pontos £ e ¥, foram tracados £ e ¥X,
perpendiculares a AX. Os segmentos AL, AE , AX e X¥ foram nomeados,
respectivamente, como ¢, &, x € 1.

e

—_— E b A

X Y Y

Figura 1 - Infinitesimal de Leibniz
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Sabemos que pela Proposicao 15 do livro 1 de Os Elementos de Euclides,
os angulos internos dos dois triangulos retangulos formados no diagrama, (At e
CXY, em " apresentam igual valor por serem opostos pelo vértice. J4 a Proposi¢céo
27, também do livro 1, nos d& suporte para afirmar ainda que os angulos emYt e
em k£, ou seja, os angulos alternos determinados pela transversal £¥, juntamente
com & e ¥, também apresentam o mesmo valor, uma vez que os dois ultimos
segmentos mencionados sao paralelos. Como todos os angulos correspondentes
sdo iguais nos dois triangulos, podemos dizer que os mesmo sado semelhantes,
conforme reafirmou Leibniz. Vale notar ainda que a proporcdo entre os lados
correspondentes em AL e CXY se manterd a medida que um tridngulo tiver sua
area aumentada e o outro tiver a sua diminuida pelo deslocamento do segmento
EY, ocorrendo concomitantemente com a ndo alteracdo dos angulos.

Utilizando a tangente dos angulos alternos anteriormente mencionados,
Leibniz descreve a proporcionalidade entre os lados pela relacdo —— = =. Ele

afirma que a medida que o segmento EY seja deslocado, aprOX|mando se mals e
mais do ponto A, sempre preservando 0os mesmo angulos, os segmentos e iréo
diminuir de forma constante, sendo que a razdo de ¢ para ¢ permanecera
constante. Conforme afirma Leibniz, tal raz&o é diferente de 1 e o &ngulo ao qual a
tangente se refere é, entdo, diferente de 43% . Isso se faz claro, uma vez que
lidamos com triangulos retangulos onde os trés lados apresentam diferentes
valores, conforme é possivel verificar através da Figura 1. Sendo assim, cec e
representam segmentos de comprimentos diferentes, sendo impossivel que a
razao entre ambos resulte em 1. Se prosseguirmos deslocando o segmento tY até
0 momento em que 0O mesmo encontre-se muito proximo do ponto /1, levando
conjuntamente os pontos (' e £ a também se aproximarem de /1, 0S segmentos ¢ e

¢ se tornardo infinitamente pequenos e a razdo %= = podera ser expressa

L < . . . . .
como —= -, se considerarmos x — ¢ = x. Leibniz afirma ainda que, caso pontos [,

Eeli COInCIdISSGm 0S segmentos r e ¢ nao possumam mais um comprlmento
mensuravel, tornando-se zero e a proporgao == ;passarla a ser escrita como

L . . .
== 5= 1. Consequentemente, pensariamos que x = ¥ e, segundo Leibniz isto

seria um absurdo, pois tal resultado sé é possivel caso o angulo a partir do qual
determinamos a tangente fosse 3%, condicdo que presumimos inicialmente nao

ser verdade. A titulo de ilustracdo, a questdo do f € polémica no que concerne a
Filosofia leibniziana. Assim, ao estudarmos os escritos sobre o Céalculo
consideramos que Leibniz parecia aceitar que f = 1, apesar disto ser falso para a
matematica atual. A titulo de esclarecimento, ndo buscamos outra forma de
justificar os infinitesimais que excluissem a necessidade de considerar §= 1

porque o objetivo deste artigo, nesta questdo particular, é avaliar a visdo de

Leibniz sobre os infinitesimais, tal qual ele a concebeu.

Afinal, o que Leibniz apresentou foi nada mais que uma “redugdo ao
absurdo”, tal qual as fazia Arquimedes; e, o reconhecimento deste absurdo leva a
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concluir que e ndo podem ser tomados como zero nos calculos realizados, exceto
guando comparados com e y que apresentam magnitudes muito superiores a
estes. No entanto, a relacdo existente entre ambos n&o pode ser desconsiderada.
Dessa forma, Leibniz os concebe como infinitesimais, exatamente como o0s
elementos presentes no Calculo Diferencial. Leibniz acredita que até mesmo em
Célculos Algébricos, encontramos tracos do infinitesimal. A Algebra, entdo, néo
pode evita-los se pretende manter sua universalidade. Esta universalidade implica
em abarcar todos 0s casos nos quais ela é utilizada. Ainda segundo Leibniz, seria
absurdo ndo aceitar a indiscutivel universalidade da Algebra e, assim, privar-nos
de um dos seus maiores usos. Por tudo isso, em 1703, apds sua correspondéncia
com Varignon, Leibniz escreve uma nota initulada “Justificativa da Algebra comum
pelo Célculo infinitesimal”, encerrando sua digressao sobre o infinitesimal, a
diferencial e as regras de derivacdo. Nesta, o filosofo afirma que néo existiriam
razdes para lamentar as dores que fossem necessarias para justificar toda a
analise referente ao seu Céalculo Infinitesimal, para todos os tipos de mentes
capazes de compreendé-la. (LEIBNIZ, GM IV, 1971, p.106). Mesmo que 0s céticos
tenham lutado contra os principios de Geometria e outros tenham tentado colocar
por terra os melhores fundamentos da Algebra, tais campos do conhecimento
sobreviveram e era o que Leibniz esperava que ocorresse também com o
infinitesimal, pois, afinal, para a ciéncia, o mundo é muito mais do que os olhos
podem ver.

A Diferencial de Leibniz

Assim, com o raciocinio anteriormente apresentado, Leibniz apresenta sua
diferencial, dir. A introducdo deste conceito se da através do entendimento
intuitivo do que seria uma reta tangente a uma curva passando por um ponto. Vale
lembrar que atualmente usamos o conceito de limite para explicar a operacao de
derivacdo. Existe uma diferenca entre o Célculo definido por Leibniz e o Calculo
estudado nas universidades, que se baseia principalmente no estudo do limite
(THOMAS, 2009, p.85-95), que usa a ideia do infinitesimal para dar introducdo a
derivada, no ensino atual. O limite de uma funcéo fix) definido em um intervalo
ao redor de x, € dado por L, conforme x se aproxima de x, e escreve-se
limy oy, flx)=L se para cada nimero £ =[] existir um nimero correspondente
& = 0, tal que, para todos os valores de x, 0 < |x — x| < & — [f{x) — L] = £. Por
exemplo: tomemos a funcéio flxJ) = fax + Lsex=1

plo- a0 1 lLsexr=1
funcao fix) aproxima de trés. Logo o limite dessa funcdo, quando x tende a1,
sera 3. Dessa definicdo de limite determinamos a derivada a partir da inclinacdo da
reta tangente em um ponto. Para tanto, observamos primeiro uma reta secante a
uma curva. A inclinacdo da reta secante a uma curva € dada a partir do coeficiente
angular in da reta, determinada pela tangente do angulo de inclinacdo, nesse
e Tl T

caso: i = —————. A derivada da funcdo € dada pela inclinacdo da reta

tangente. Logo a reta teria que tocar em um unico ponto da curva, o que podemos
obter pensando em um & cada vez mais préximo de zero. Logo:

. Quando x aproxima de 1, a

. LI 1t , . . .
Frix)=limu_, (—} Porém, o conceito de limite consolidou-se

ra
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posteriormente a ideia de Leibniz, no século XIX. Nesse sentido, este trabalho
vem ao encontro do resgate do pensamento matematico original de Leibniz.

Av

Figura 2 - Diferencial de Leibniz

Leibniz define sua diferencial da seguinte forma: consideremos, como na
Figura 2, o eixo /X e a curva passando pelo ponto I©. Consideremos ainda uma
reta tangente a curva passando por I, interceptando o eixo /¥ no ponto #. De
acordo com a Figura 2, a distancia do ponto X ao ponto I € denominada ». Dado
um segmento arbitrario de comprimento dx, a diferencial dir € definida usando a
relacdo de semelhanca entre triangulos retangulos. O menor de lados dv e dxe o
maior de lados 1 e H¥X, através da formula.

dir 1?

dy  BX
E possivel observar que definindo dessa forma, enxergamos &1/ dx como
uma fracdo cujo valor € uma constante para qualquer dx diferente de [}. Essa
fracdo ndo faz sentido quando dx = 11, pois teriamos uma divisdo /1. Com essa

definicho em mente, podemos fazer algumas observacgfes, em vista da forma
atual que a derivada é considerada:

1) A razdo di/dx é o coeficiente angular da reta tangente no ponto I¥, isto €,
ta (e

2) O valor dx representa um segmento variavel e diz € uma funcéo linear de dx.

3) Quanto menor dx, mais proximo estard o segmento Al* do segmento dir; e,
mais préximo o valor alf /dx estara de dv/dx.
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Na verdade, essas observacdes sO fazem sentido em termos atuais, caso
exigirmos que a curva seja passivel de ser diferenciada ou de sofrer diferenciagédo
em .

Regras de Derivagéo de Leibniz

Tendo em vista o que ja foi discutido, é possivel que Leibniz tenha
elocubrado, durante a elaboracdo da sua ideia, dada uma curva arbitraria, como
calcular o valor de dir/dx, Observamos que esse problema é facilmente resolvido
se soubermos onde a reta tangente corta o eixo /X, isto €, se soubermos qual é o
valor de HX. Contudo, s6 conheceremos o valor de HX se conhecermos a
disposicdo da reta tangente. Afinal, € esta disposicdo que queremos descobrir.
Assim sendo, para descobrir dir/dx e consequentemente somente dir, € preciso
aproximar a diferencial dir, dependente de dx, de Al7, um valor que também
depende de dx. Outrossim, conhecendo-se qual a curva I, conforme Figura 2, é
possivel calcular Al*. Formalmente, Al” pode ser definido como a variacéo vertical
gue a curva sofre ao se variar horizontalmente no valor dx, a partir do ponto L.

A ideia béasica para encontrarmos as diferenciais € entdo, como na verdade
e feito hoje em dia, utilizar aproximacfes de retas secantes a curva. A questao
gue se coloca é como através dessa ideia, Leibniz formulou as diferenciais e,
como ele chegou as regras de diferenciacao, entre elas, as regras das operacoes
aritméticas gerais, a regra da cadeia e as férmulas de diferenciacédo de algumas
funcdes especificas, como as fun¢des polinomiais. Essas regras sdo descritasmas
nao demonstradas no “Novo método para maximos e minimos, e também para
tangentes, valido para quantidades irracionais”. Entretanto, baseando-se no texto
“Justificativa do Calculo Infinitesimal através da Algebra Comum”, no qual Leibniz
defende a ideia de infinitesimal com muita propriedade, usando argumentos bem
refinados, pensamos que ele de fato demonstrou todas essas expressoes.

Leibniz, de forma consistente com o0 modo que a diferencial foi formulada,
poderia ter feito isso de modo semelhante ao que serd exposto usando o0s
argumentos que seguem.

Tendo em mente a Figura 2 e, chamando o erro na aproximacao de Al° em
relacdo a dir de e, isto &, dir = AF — & temos:

dir AV —p A &
dy  dx  dx dx
Escrevendo de outra forma:
A¥  de e
drax o dx
Estabelecer que Aw/dr se aproxime do numero dvr/dx quando dx se
aproxima de i, equivale a exigir que ¢/dx se aproxime de [}. Isso corresponde a
nossa noc¢do atual de diferenciabilidade. Com esta idéia, podemos inferir que

11 REnCiMa, v.4,n.2, p. 1-15, 2013
Submissao: 16/05/2013. Aceite: 07/08/2013



Leibniz poderia ter chegado a diferencial de uma curva e as regras da soma e do
produto do seguinte modo:

a) Caso a seja uma constante, entdo dafdx =0 para qualquer dx =10 e,
consequentemente, o0 mesmo ocorrerd para dx =0, e =1 e gfdx =0. Logo,
dafdx = U e, portanto:

da=10

b) Para a regra da diferencial da soma, considere as curvas diferenciaveis 1 e w, a
variacao vertical em funcdo de dx A1 + w}, as respectivas diferenciais, di’, du e
0S respectivos erros ¢ e f. Ao se variar horizontalmente dx, a variagdo vertical
A{v+w)} é dada pela formula A{v +w} = {1+ Av +w + auw) — (v + w) Assim,
para todo dx = 0 temos:

Ay + w} dv+dw _di+et+dw+f (d;* du.r) ¢

#
dx dx dx dy  dx +{E+Ej

el o =
A expressao |[—+ —} = |[

chr o

} € uma constante e a expressao

A
e T -r

—+ == I se aproxima de [} quando dx se aproxima de [}, portanto:

A cx
gy +w) = dv + dwr

c) Para a regra da diferencial do produto, ao se variar horizontalmente dx,
variacao vertical A{vu € dada pela formula A{vuwy = (1 + Av) (W + Aw) — (1w).
Assim, para todo dx = 0 temos:

Alvw)  vdw +whv +avdw  vldw + £ +widv +e) + (de + edldw + F)

dr dx B di
_( dur dl,-') (n 3 i dr g duwr o )
_E:ir+wd,x d_ru+d,1,+u?d +,|‘ + L:‘!.r+d:-:’r

Az ST AEAE SN TN T

A expressao —+ W—= € uma constante. Todavia, analisando a

i
expressao Ii—'-'-? + —t’ + E + ] —+ di?—+ —f} cada termo se aproxima de [
guando dx se aprOX|ma de U, Iogo.

dlvw) = rawr + wdv

Algumas regras sao definidas usando as trés anteriormente demonstradas.
Consideremos, por exemplo, a curva 1 e a constante k. Combinando a primeira e
terceira regras, obtemos:

dlke) = kdy
a) Para achar d({l/ir), em funcdo de dir podemos agora usar as regras
anteriormente numeradas. Tomemos w =1/ , isto é, w.r=1 . Como
d{v.w} = a1y =0, temos rdr + wdir = U, logo dw = —[w/)d1r e, portanto:
1 du
T
15 1
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b) Da mesma forma, a regra do quociente que escreve di1:/wr1 em funcdo de dir e
du pode ser deduzida considerando (v/w} = »(1/w}. Usando a regra do produto,
obteremos:
4 15 wde — vdw
[W} B 1

c) Para a regra da cadeia, considere a curva » passivel de ser diferenciada ou de
sofrer diferenciagdo no ponto X, assim como descrito na Figura 2 e, uma curva s
passivel de ser diferenciada ou de sofrer diferenciacdo no ponto . Do modo que
foi formulado a diferencial, podemos facilmente demonstrar que a regra da cadeia
funciona sé como uma simplificacdo de fracdes e, para qualquer dx = U, podemos
encontrar:

dw  dw. du

A de. dx
d) Usando a mesma ideia de aproximacdes, podemos imaginar como Leibniz
chegou as diferenciais de fungbes especificas como os polindémios. w = x™. Neste
caso, M¥ assume a expressdo Aw = [x +dx)™-x* _ O argumento no qual
construimos nossa hipotese remonta ao fato que Leibniz tinha conhecimentos de

analise combinatéria suficientes para conseguir expandir a expressao acima.
Ent&o:

A= L x™ et + O™ dx® 4 - 4 O pdx™

Onde ', , € 0 numero de combinagdes possiveis de termos em grupos de
p. De acordo com o que foi pesquisado no texto intitulado “Dissertagéo sobre a
arte da combinacao”, de 1666, estas combinacdes seriam as ““compleccdes™ de
“‘expoente” p. Como ja comentamos anteriormente, Leibniz conhecia uma forma
geral de se calcular (,: e, uma férmula recursiva para se calcular uma
‘compleccao” geral i, ,. Sendo assim, faz-se entéo:

D
dx
O primeiro termo € uma constante e 0s outros se aproximam de 0 quando
dx se aproxima de 0. Se consideramos que Cn,1 = n, temos:

= 'l:-u,il-rn_l + {-n.,:axn_id.l'l + -+ I"_1,-|.1-|_|:f;:|_-"'"1

dw = nx "t dx
Consideracfes Finais

Retomando nossos objetivos iniciais, isto é, entender melhor como Leibniz
lidava com o conceito de infinitesimal e como este conceito se apresenta em sua
definicdo de diferencial, argumentamos que podemos ter chegado a algumas
conclusdes interessantes. Sobre o infinitesimal, ao contrario do que os livros de
Célculo modernos definem (PISKUNOV, 1969, p.42-43), observamos que Leibniz
fez questao de dar a ele um valor quantitativo indefinido. Essa definicdo que oscila
entre o qualitativo e o quantitativo, apesar de se aproximar de zero, ndo era zero.
Dai, para conhecer melhor o papel do infenitesimal na operacédo de diferenciacdo
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foi somente uma questdo metodoldgica, na qual os passos foram demonstrados
principalmente ao longo do topico anterior.

De fato, ao analisarmos alguns trabalhos de Leibniz, como aquele no qual
ele argumenta sobre as “complecgbes” e, também analisando suas ideias
apuradas e acuradas sobre o infinitesimal, que podem ser contempladas na carta
resposta a Varignon quando questionado sobre o referido assunto, pensamos que
Leibniz, de forma coerente com sua definicdo de diferencial, possa ter usado de
argumentos mais rigorosos para demonstrar as regras de derivacdo, seguindo
uma linha similar ao que foi apresentado neste artigo. Como, em linhas gerais, a
razdo pela qual o filésofo ndo divulgou o raciocinio que o levou ao
estabelecimento das regras de derivagdo permanece como objeto de especulacao
entre historiadores e fildsofos da matematica. Pensamos ser apropriado inferir as
seguintes hipoteses, a saber:

a) Leibniz ndo divulgou seus resultados com medo de roubos intelectuais.

b) Leibniz achou as dedugdes muito Obvias.

c) Leibniz quis promover a nova geometria analitica, proposta por
Descartes.

Em suma, historicamente falando, foi somente no inicio do século XVII, com
Descartes, que conseguimos transformar problemas geométricos em problemas
algébricos. Nessa nova perspectiva da algebra, o estudo analitico de funcdes que
existiam desde o tempo dos babilénicos e pitagoricos tornou-se rotineiro. (KATZ,
2010, p.59-61). A seu turno, Leibniz, ao mesmo tempo que algebrizou o
infinitamente pequeno, introduziu os conceitos de variavel, constante e parametro,

- 15= oy ey . . .
bem como a notagdo - , possibilitando ainda mais o entendimento e

desenvolvimento de inimeras funcodes.
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